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LLecture ecture 33: Adaptive Mesh Refinement : Adaptive Mesh Refinement 

��������������������������
��������������������������������������

��������������

��  ����!��
�"���"�����!��# $���!�����������%����� ����!��
�"���"�����!��# $���!�����������%�����
�������������!����������������������&%����'�%��# �������������������!����������������������&%����'�%��# ������
����!�(��������!�(����

�� )��*���+�)��*���+����*�����*���������# �������# 

�� �!����%�������,����"�����-���(������$���!�����������������%��!����%�������,����"�����-���(������$���!�����������������%�
��,��������. ��,��������. 

�� �/��������%�������!������,���������������������/��������%�������!������,��������������������

�� �/�����
����������������������*��������������������/�����
����������������������*�������������������

�� ��# ��# 0��# ��# 0

�� ��%������������%�������������*�)+���# ������������1����*���%������������%�������������*�)+���# ������������1����*�
#�23#�23

�# �# 

�� �!�������#���� �%�������������������(�������-�������������%�!���������!�������#���� �%�������������������(�������-�������������%�!��������
�04�������04�������%%�������%%������%��%��������������������������������%���,���%���,���

�� �����������"�!�����*��%�������������*�������������������,���$�����������������������������"�!�����*��%�������������*�������������������,���$������������������
���*�������������������������������!���!����������%�����*���*�������������������������������!���!����������%�����*

�� ���-�"������-�"���55������"������������������*����������"����!�����$������"����,����������"������������������*����������"����!�����$������"����,����
!�%%���������,���������������������!�%%���������,���������������������55���%�����������%%�����������������������%�����������%%��������������������
���������*������������������*���������

�� �����������������/���������������������,�����������*������%������������������������/���������������������,�����������*������%�������

�� �# ����"��%���������%��������������%���,�����,��������*�����!������# ����"��%���������%��������������%���,�����,��������*�����!�����
"������"����������������������������������$�"�������*���������������������������!!�!�"�����$�"�������*���������������������������!!�!�"�����
���!�!�������������������*���������%����������!�!�������������������*���������%�������

�� 6�	4
��# ����6�	4
��# �������� ��������(���������������������������%���������7����%���$�������������(���������������������������%���������7����%���$�����
�# ������������������,�����������������������# ������������������,�������������������������*��!���*��!�������"��������������������"�������������
�������!��*��������%�����%�������# ������������!��*��������%�����%�������# �����

�� %���������$��# �*���������������������"����!���*�%���������$��# �*���������������������"����!���*�55%��(�������������%��(�������������
���������1&����'3������%��������,��!�����$���!����*�����������,���������!����������1&����'3������%��������,��!�����$���!����*�����������,���������!�
��!���!�������$���������������(������������*��*���*����������*���������������������!���!�������$���������������(������������*��*���*����������*�������������������
"�����# �"�����# �

�� 	���-�%��# �����������	���-�%��# �����������*��*�� ������"����������������������������*��*���,����������"����������������������������*��*���,����
�������%����������7�"�����,��������������%����������7�"�����,�������������!�*���������!�*���������

8���"��!��# �,��,���%���������. 98���"��!��# �,��,���%���������. 9
�� 2����������������������������"�����. ���������������!�����������2����������������������������"�����. ���������������!�����������
�������������!�!$���������������,�������������,:�������*������!��������������!�!$���������������,�������������,:�������*������!�
*�������������������$����������������������������%����!�������*��%��������*�������������������$����������������������������%����!�������*��%��������
���*������������������!���,��������!���*������������������!���,��������!

�� �������,:������!�����������,:������!����→→ �����%���!�;���1�����%���!�;���1����<��%�*��������������!��3�<��%�*��������������!��3�→→ %���%���!�;���1%���%���!�;���1������<��<��
*��������������!��3*��������������!��3

�� �����������*�����������*55%���!���*����%���!���*�����������������*�����*��55�����������������!�1������"������������������!�1������"�
�������,:����3���!����������%�����*�������,:����3���!����������%�����*

�� �"����������"����������������. $��=*=�*�����������*��������*����������"����������"����������������. $��=*=�*�����������*��������*���������

�� �����������*�����������*55%���!���*����%���!���*�����������������������������������"�������������������������������������������"������������
������7��=�=�����!������������������%���������������������������%���!���������7��=�=�����!������������������%���������������������������%���!���
�������!��*��������������������*����������������!��*��������������������*���������

�� �����(������������������(�������������55������$���!���������������"��"�������������$���!���������������"��"���������55������������-�"�-�"�
"�����"������%��������"����,�����!�!"�����"������%��������"����,�����!�!

�� ��/����������������!�%�����*�����1��/����������������!�%�����*�����1����>3>3

�� �������"��-�������"��-55%���!���*���%���!���*���*������������"��������*������������%�������%�*������������"��������*������������%�������%�
����������������

�� ����������"���"���,��������%�����*$���!����*��������������������%�����������������"������������$��,��������%�����*$���!����*��������������������%�����������������"������������$��
�������������������"������%�������������������������%�����������������������%���������������������������"������%�������������������������%�����������������������%��������



���������

�

2�����������%������# ���*�����2�����������%������# ���*�����
�� 	��������!��*�������������**���	��������!��*�������������**���

�� ���������������� ���������������������������!�*��!����������������������%%�������������-����������������������������!�*��!����������������������%%�������������-�
%��������"�������������!�������7���������������&���*��!�,/%��������"�������������!�������7���������������&���*��!�,/55����55,/'������������*����,/'������������*����
"����,���!�(����"����,���!�(����

�� �����������"��������������%��������*������������!������������������������������"��������������%��������*������������!�����������������������������
*�������!�������������������������������!��1�=�=�&�!������'>3��*�������!�������������������������������!��1�=�=�&�!������'>3��

�� ������������������������������*��������������������������������?�%����������"����������������������������*��������������������������������?�%����������"��������
����!����7��=�=����!�����!����7��=�=����!���������55��,������*��,������*

�� �# �,�������%$���*��!�����%��"������������!�������*�����$�"�����# �,�������%$���*��!�����%��"������������!�������*�����$�"�������� ������������-��*�������������-��*�
*������������"��������������������*����!���"������*�����������@������������*��*������������"��������������������*����!���"������*�����������@������������*��
"����,�����!�!����������������%����,���������������1���*�������,������,���-�����"����,�����!�!����������������%����,���������������1���*�������,������,���-�����
���*���������������.8�"������*���A�B�*��������������!������*���������������.8�"������*���A�B�*��������������!���555555 �������������3
�����3


�� ����*��*���������������!��������������%%�����������������������"�������������7��=*=�����*��*���������������!��������������%%�����������������������"�������������7��=*=�
�����������������!������$����������*����������������������"����"�����������*��,������������������������!������$����������*����������������������"����"�����������*��,�������
%���%������������$���!����!��%%���������,������������!�"���������������������������%�%���%������������$���!����!��%%���������,������������!�"���������������������������%�
������������������

�� ����*��*�����������*���,������*��*�����������*���,������������������������������$���&(���-��'�����*��������"����������*������$���&(���-��'�����*��������"����������*��
��!���%��������������!���%������������

�� 2����������$���������%��!��������%�������*�����)��*�����!�2����������$���������%��!��������%�������*�����)��*�����!����*�����*���# ���*������1C���BD$��# ���*������1C���BD$�
��EF3�����!����%���������������EF3�����!����%�������������

�� ���*�������!�%�����������!�!��%�����������(���������������!�!����*�����������*�������!�%�����������!�!��%�����������(���������������!�!����*��������

)��*�����!�)��*�����!����*�����*���# �# 
�� 1������%��!���!��/���!�!3�)��*�����!�1������%��!���!��/���!�!3�)��*�����!����*�����*���# $��������������!�����# $��������������!����
�# 0�G���������+��# 0�G���������+�������-������-$�$�JCP JCP 218218,,20062006]]

�� ������������!����������!�,��������������%�������������!����������!�,��������������%���!����!�������%�����!����!�������%���
������*����������*����������$�"�����������$�"�������*��������������*����������������!����!��������������*��!���������������*��!�
"������!�����������������!�"����������������������"������!�����������������!�"����������������������������������������������

�� ��*�������*���������"�!�%������!����������,�������!������������������*�������*���������"�!�%������!����������,�������!����������������
����������������������

mesh hierarchy on 
computational domain memory map of grids in hierarchy

)��*�����!�)��*�����!����*�����*���# �# 
�� 1������%��!���!��/���!�!3�)��*�����!�1������%��!���!��/���!�!3�)��*�����!����*�����*���# $��������������!�����# $��������������!����
�# 0�G���������+��# 0�G���������+�������-������-$�$�JCP JCP 218218,,20062006]]

�� ����������������������*���*�����$�����%�������������������������������*���*�����$�����%�������������������������!�����������������!�
�����1�/�����������%�"����!��3�����1�/�����������%�"����!��3

�� �����*��������*������*��!���*��!���������������-�����������������������������������-��������������������,�%��,�%��ρρ�� 1��������1��������
��%������������3���%������������3����*��!���*��!�����������������-�������������!�����������������������-�������������!������

�� ������!����*����������!����*������������������������,��!������!������%�����������(������$�������,��!������!������%�����������(������$�
������������������������������������������������������1���*��������������������*������������,���%��1���*��������������������*������������,���%��
������������,������������"�����/����������������*�����$�����������������������,������������"�����/����������������*�����$�����������
��������%������������������04��!������,���������!�������3��������%������������������04��!������,���������!�������3

�� ���"�������# �������*����,������������!���!����!������%��������"�������# �������*����,������������!���!����!������%�����
��������������!�������%�������������������!�������%������������������������!������������$���!����!������������$���!�
���������������!�����������%����# ���������������!���������������������!�����������%����# ���������������!������

�� �%�����%����ρρ�� ����������������!�*��!$�"�����������������!�����!��������������*���$�����������������!�*��!$�"�����������������!�����!��������������*���$�
�������%�����������!���*�������������%�����������!���*��������:����!��:����!�����������������*���*���%����������������������*���*���%�����
������������$��������������������������������������,����������������������������$��������������������������������������,����������������
����*���!��������������%�����������������������*��������������*���!��������������%�����������������������*����������

�� *���������*���������55�163�1������3��163�1������3��������%��������%������04������04�

)��*�����!����*����# )��*�����!����*����# 
�� 1������%��!���!��/���!�!3�)��*�����!�1������%��!���!��/���!�!3�)��*�����!����*�����*���# $��������������!�����# $��������������!����
�# 0�G���������+��# 0�G���������+�������-������-$�$�JCP JCP 218218,,20062006]]

�� ���������������������!������,�����������������1	43�������������������������������!������,�����������������1	43����������

�� ����)+�����������������������"���������!���������-��������)+�����������������������"���������!���������-������

����
1���3��������!��������%�������������������������$������������"�1���3��������!��������%�������������������������$������������"�
���������!����!������%��������������1�������������������!����!������%��������������1������������������������������������������������
����3$����������3$���������������� �����!��$���,�����������"�����������*�������� �����!��$���,�����������"�����������*��������
	4���������	4���������

�� ����$�������&���%����$�������&���%55���!"'�������������,�������������!���!������������!"'�������������,�������������!���!���������
������������

�� !��������������������������%�������*�����$�:����,�%�������%���!��������������������������%�������*�����$�:����,�%�������%���55��55
��������������:�����������$���%����������������	4����������������������������:�����������$���%����������������	4��������������
����������������,������������������,��

�� ����-�������"�-$�����������!���&,�����-�������"�-$�����������!���&,�55�����'���������!����,�������'���������!����,��
��(�����*��������������������������"����,��%�������%���!��(�����*��������������������������"����,��%�������%���!

�� ��*��*�,����!!�����������@�:��������������������������������������*��*�,����!!�����������@�:������������������������������������
%�������%���!��������������!�����!�&�������'������%�������%���!��������������!�����!�&�������'������



���������

D

)��*�����!����*����# )��*�����!����*����# 
�� 1������%��!���!��/���!�!3�)��*�����!�1������%��!���!��/���!�!3�)��*�����!����*�����*���# $��������������!�����# $��������������!����
�# 0�G���������+��# 0�G���������+�������-������-$�$�JCP JCP 218218,,20062006]]

�� ��*�������/���!�!������������������������*�������/���!�!�����������������������04��04�

�� %�������,�����(������$��������������!�����������*���%���������������%�������,�����(������$��������������!�����������*���%���������������
"��������!���������%%���������������������������%���������������������������"��������!���������%%���������������������������%���������������������������
%�����%��������������$��������&:��-'�%���������!��%�����%��������������$��������&:��-'�%���������!��55������!���*���!���������!���*���!���
������������������������������������������������������*�����������/������,�%�������������������������*�����������/������,�%���������
�������!�"����%�����*��!���������������!�"����%�����*��!��������

�� �����,���!��������,���!������� ��!�%������������(������=�	�!����"������!�%������������(������=�	�!����"����������������������$������$������
��������$��!�%��������*���������%��"�
��������$��!�%��������*���������%��"�


�� "����"����!�����!��*!�����!��*������������������������������������������������������������55�������*���*�����$��������*���*�����$�
�����������������,���������,�����������$�����*�����/��������!��������%������������$�����*�����/��������!��������%�����
�����,���������%��!�,������������(�����������,���������%��!�,������������(������

�� *�����*����,����/���������������,�������-�*�����*����,����/���������������,�������-�

�� "����"���������!��*������!��*���������$�������:�����$������������������$�������:�����$��������������������������������������������
���������,���������,55��������������������������"��������*��������������������������������������������"��������*������������������

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

������	�
���������

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

• �����������	
����
����������

• ���	����������������
������������	�������

����������

����	��
�����
���

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

����	��
�����
���

• �����������	
����
����������������

����	��������


�����	�����������

•����������������
�������������

���	���������


�����	�����������



���������

F

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

��������������������
����������������

����	������������������
�����������	���������
�		�	�����������	�����
������������������

������	

ρ
��ρ�����

����	��
�����
���

• �����������	
����
����������������

����	��������


�����	������������

•����������������
�������������

���	���������


�����	�����������

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

������������
	���	�������

•	���������������
���	������������� ��

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

������

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

• �����������	
����
����������

• ���	����������������
������������	�������

����������

����	��
�����
���



���������

B

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

• �����������	
����
����������������

����	��������


�����	������������

• ���	����������������
������������	�������

����������

����	��
�����
���

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

• �����������	
����
���������!������

����	��������


�����	������������

•����������������
������!������

���	���������


�����	�����������

����	��
�����
���

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

• �����������	
����
���������!������

����	��������


�����	������������

•����������������
������!������

���	���������


�����	�����������

����	��
�����
���

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

•	���������������
���	�����������!� ��"�

��������	���������


�����	�����������

������������
	���	�������



���������

H

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

• �����������	
����
����������������

����	��������


�����	������������

• ���	����������������
������������	�������

����������

����	��
�����
���

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

������������
	���	�������

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

• �����������	
����
���������!������

����	��������


�����	������������

•����������������
������!������

���	���������


�����	�����������

����	��
�����
���

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

• �����������	
����
���������!������

����	��������


�����	������������

•����������������
������!������

���	���������


�����	�����������

����	��
�����
���



���������

�

)+���# �4/�����)+���# �4/�����
����

������	

ρ
��ρ�����

������������
	���	��������

����

•	���������������
���	�����������!"���

�����

��������������$�"����-��!�%�����!�������"���/����9��������������$�"����-��!�%�����!�������"���/����9

�� 2��*���2��*���

�� d+1d+1!�����������������!�����������������

�� ��������������������������������������������NNdd ����������

�� �
������������!�����������%�������������
������������!�����������%������������

�� LL �������%���%�������$�"�����������%���%�������$�"����l=1l=1 �����������������$������������������$�
��!���!�l=Ll=L ����%����������%������

�� ��-����-��NN �������������������������7�������"�������!��������������������������7�������"�������!�
NN2(l2(l--1)1) ������������������������ll

�� �������%�����*�%�����%�I�������%�����*�%�����%�I

�� ������������������������55����������������������������������������������������������
���,���%�*��!������������������!������1�=�=�������,���%�*��!������������������!������1�=�=����
����������������������������!3$���!���������������������������������!3$���!�����
������!���������# ���*�����������*��*�,��������!���������# ���*�����������*��*�,��

�� �������������������������*��!���*��!��������������������%�������������������������%�����
%�������# ������%�������# ������

[ ] 1)1(

1

1

)1(

2

22

+−

+

=

−

=

<= �

dL
UNIGRID

Ld
L

l

ld
AMR

NCT

CNNNCT

1)1(2 −−> Ld

AMR

UNIGRID

T

T

l=1

l=2

…
l=L

4/�����
����������4/�����
����������������������������������
*������������*��������������������������

�� 0�������!����0�������!�������D����D�,��,��������-������-$���������������������%����������������*�$���������������������%����������������*�
,�������,�����!��������,�������,�����!���������������!�%�,���-�����%�������������!�%�,���-�����%���������*���������������*������������
��������������

�� 	���(�������	���(�������������-������-"��������*������"���"��$�&�������%���,���-������"��������*������"���"��$�&�������%���,���-������
%���,������������������������������%���!��������9'�%���,������������������������������%���!��������9'�1���>31���>3

�� 2����������������!�������!�,������������,���������-��*������,��������2����������������!�������!�,������������,���������-��*������,��������
������������������,�����!�����������������������������������������������������������������,�����!�����������������������������������������������
�������
�������


�� �"�����"�������*�%��!��������������1������������,���-����������#3�������"�����"�������*�%��!��������������1������������,���-����������#3������
�������!�������!

�� �������������%������������!���������������������%������������!��������

�� �����������������%������������!������������������������%������������!�������

�� 	����/�����������%�����,���-������������!�!����!����������-��!�%�	����/�����������%�����,���-������������!�!����!����������-��!�%�
�����������*����!��*��*��������$���!������������������*����!��*��*��������$���!�������������������������!������������!������������

�� "�������%���������������������������������*�������������@����!�����������%����"�������%���������������������������������*�������������@����!�����������%����
�����*����������$�����"��������������"��!�,���/���!��*������������*����������$�����"��������������"��!�,���/���!��*�������

�� ��������������������1�������%���!���!���������������������1�������%���!���!�������������������*������3����������������*������3����������������
������������!�����������������������������!�����������������JJ�����%������������������%�������������!�������������%!�������������%55��������������

K������%���!�K������%���!���������������������������������

�� ���� ����	
����������������� ����	
�������������
��
��� �����
�����	����
��� �����
�����	��f(f(x,x,ττ))

–– f(f(x,x,ττ) ) ������	���������� ��������	���������� ��ττ
� ����� �������	��������	����	��������	� ∆∆

�� ττ �����������	����������������	�����
��	������� ����	������� ��tt � �������� �������
�������������	������������������������	�����������
������������r=r=00������������

ττ==--lnln((--t)t)

–– x x ����������� ���	������ ���	���
�������������������	��������������������	�r r ��������
tt ������

x=r/tx=r/t
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� ���� � �������� �����	������������������������� ���� � �������� �����	������������������������

p << p*p << p* p >> p*p >> p*

p ~ p*p ~ p*

(tuned to within (tuned to within 
1 part in 101 part in 101515))

Work done  in collaboration Work done  in collaboration 
with M. Choptuik, with M. Choptuik, 
S. Liebling, and S. Liebling, and 
E. HirschmannE. Hirschmann
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θθ
ln(r+ln(r+1010--77))
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